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1 Einleitung

2001 entwickelten Maass [1] und Jéger [4] unabhéingig voneinander eine rekurrente Neuronale-
Netz-Topologie, die unter bestimmten Bedingungen erstaunliche Berechnungseigenschaften
aufwies. Diese Netze, von Maass ’liquid state machines’ und von Jéger ’echo state networks’
genannt, konnten Eingangssignale iiber lange Zeitrdume zwischenspeichern und komple-
xe Verrechnungen der Eingangssignale vornehmen. In den letzten drei Jahren erschienen
verschiedene Arbeiten (z.B. [5]), die die neu vorgeschlagene Netzwerkarchitektur von ver-
schiedenen Seiten beleuchteten. Eine vollstéandige Analyse ist jedoch durch die enorme
Komplexitdt der nichtlinearen rekurrenten Systeme kaum moglich. Ich mochte in dieser
Arbeit untersuchen, wie derartige Netze funktionieren, indem ich sie experimentell teste
und einige ihrer Eigenschaften analytisch herleite.

Im Folgenden verwende ich den Namen Echo-State-Networks ESN.

In diesem ersten Kapitel mochte ich den grundlegenden Aufbau von ESNs erklaren und
verschiedene Experimente vorstellen, an denen man ihre Fahigkeiten sehen kann. In Ka-
pitel 2 und 3 untersuche ich die Netze mit linearer Transferfunktion und zeige unter die-
ser Vorraussetzung einige anschauliche Interpretationsmoglichkeiten wie und warum ESNs
funktionieren. Im 4. Kapitel gehe ich auf die Speicherfdhigkeit von ESNs ein und wie diese
Speicherfdhigkeit durch verschiedene Storeinfliisse beeintréichtigt wird. In Kapitel 5 zei-
ge ich analytische Untersuchungen und Experimente um die Féahigkeiten von ESNs mit
nichtlinearer Transferfunktion zu untersuchen und gebe Interpretationen der Ergebnisse.
In Kapitel 6 wende ich die beschriebene Technik an um einen Geschwindigkeitserkenner
auf einem kleinen zweidimensionalen rezeptiven Feld zu konstruieren. Kapitel 7 ist eine
Zusammenfassung des Beschriebenen und ein allgemeiner Ausblick.

1.1 Genereller Aufbau

Ein ESN besteht aus einer Inputschicht u, einer Ausgangsschicht o und einer Zwischen-
schicht x, die im folgenden Echo-Schicht genannt wird. Der grundlegende Aufbau ist in
Abbildung 1 gezeigt.

Die Echo-Schicht besteht aus n Neuronen, wobei n meist im Regime von ca. 100 bis 1000
Neuronen liegt, und ist durch die Netzwerk-Matrix A intern verbunden. A ist eine n X n-
Matrix, deren Eintrage zufillig belegt sind. Dabei entscheidet ein Konnektivitdtsparameter
P, , die gleichverteilte Wahrscheinlichkeit, dass eine Verbindung zwischen zwei Neuronen
der Echo-Schicht besteht. Bei bestehender Verbindung wird das Gewicht gaussverteilt mit
Mittelwert 0 und Varianz 1 gezogen. Jedes Neuron u; der Eingangsschicht ist mit einer
gleichverteilten Wahrscheinlichkeit P, , mit einen gaussverteilten Gewicht mit den Neuro-
nen der Echo-Schicht verbunden. Das Eingangs-Signal u(¢) wird in das Netz eingespeist
und erregt die Neuronen der Echo-Schicht, die mit der Eingangsschicht verbunden sind.
Der Netzwerkzustand x(t) hingt zu jedem Zeitschritt immer von seinem eigenen letzten
Zustand x(t — 1), der Gewichtsmatrix des Netzes A und vom zusétzlichen Eingangssignal
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Abbildung 1: grundlegender Aufbau eines FEcho-State-Networks

u(t) zum jeweiligen Zeitschritt ab. Es miissen keine direkten Gewichte vom Eingang zum
Ausgang bestehen. Ebenso gibt es vor dem Lernen keine Gewichte von der Echo-Schicht
zum Ausgang. Verbindungen vom Ausgang zuriick in die Echo-Schicht werden im Kapitel
8.2 'Riickkopplung der Ausginge’ im Appendix behandelt.

Ich definiere folgende Terminologie:

x(t) € R®  Zustandsvektor der Neuronen der Echo-Schicht zum Zeitpunkt ¢
x(0) = (0,...,0)"  Zustand der Echo-Schicht zum Zeitpunkt 0
v:IR — R  Transfer-Funktion, giiltig fiir jedes Neuron
A e R™"™  Verbindungsmatrix der Echo-Neuronen
u(t) € R™  Eingangsvektor zum Zeitpunkt ¢
B e R™"™  Verbindungsmatrix zwischen den Eingingen und den Echo-Neuronen
At =1  Zeitschrittweite

Die Dynamik des Netzwerks lédsst sich darstellen durch:
x(t) =v(Ax(t — 1)+ Bu(t)) (1)

Damit das Netz funktioniert muss eine Eigenschaft sichergestellt sein, die von Jager als "ha-
ving fading memory’ (dquivalent zu ’state forgetting’, 'input forgetting oder 'having echo
states’ [4]) bezeichnet wurde. Er fordert, dass A einen Spektralradius ps = maz(|A4]|) < 1
hat, wobei A4 die Eigenwerte von A sind. Informell verlangt die Bedingung, dass das Netz
auf jedes Eingabesignal mit einer Erregungsreaktion antwortet, die mit der Zeit abklingt
und durch die man den Informationsgehalt des vergangenen Inputs durch geschicktes Aus-
lesen wieder rekonstruieren kann. Dafiir darf das Netzwerk niemals instabil, d.h. in einen
iibererregten Zustand wechseln, und somit unerregbar durch neue Input-Signale werden.
Der Spektralradius kleiner 1 kann sichergestellt werden, indem man die gesamte Matrix
durch den Betrag des grossten Eigenwertes teilt. Dadurch werden alle Eigenwerte um die-
sen Faktor kleiner skaliert und damit auch der Spektralradius.



Des Weiteren fordere ich aus Griinden der Ergebnisgiite der Netze, dass die Matrix A vollen
Rang besitzt damit kein Netzwerkzustand auf den Nullvektor abgebildet wird. Jedes Signal
klingt mit der Zeit ab, verschwindet jedoch niemals vollstéandig. Wenn die Netzwerkmatrix
wie beschrieben zuféllig konstruiert wird, ist die Rangvollsténdigkeit fast immer gewéahr-
leistet. Im Folgenden mochte ich den beschriebenen Aufbau als 'Jégernetz’ bezeichnen.
Spéater werde ich die Konstruktion variieren, um spezielle Eigenschaften zu untersuchen.

1.2 Lernen und Auslesen

Das Auslesen des Echo-Pools findet iiber einen Vektor w statt, der in einem Lernschritt
nach einer Trainingsphase konstruiert wird.

tirain Simulationsléange des Trainings
w € R"  Auslesevektor
o(t) e R Ausgangsfunktion
o € Rn  Vektor aller Netz-Ist-Ausginge

X € Rftrainxn Matrix aller gemessenen Netzwerkzusténde

oft) = wrlx(t) (2)

ol = wi'X (3)
oy 1 e

X = (x(0),x(1), ..., x(train)) = : : , :

£0(0) @a(1) -+ altiran)

Der Vektor o bezeichnet in diesem Zusammenhang eine vektorisierte Variante der diskreten
Funktion o(t). Er ist folglich ein Vektor iiber die Zeit.

Die Konstruktion von w kann durch ein standard Regressionsverfahren, wie z.B. lineare
Regression durchgefiihrt werden. Die Ausgangsgewichte sind dadurch derart justiert, dass
zu jedem gesehenen Netzzustand derjenige Ausgangswert erzeugt wird, der am besten zum
Sollausgang passt.

6 € R Vektor aller Netz-Soll-Ausginge

Xt Pseudoinverse von X
wl =o' Xt (4)

Der derart konstruierte Vektor ergibt auf den Trainingsdaten den minimalen Fehler und
fiihrt auch bei Verrechnung folgender, bisher noch unbekannter Input-Signalfolgen mit be-
merkenswerten Genauigkeiten auf den gewiinschten Ausgangsvektor. Somit konnten trotz



des relativ simplen Aufbaus erstaunliche Fihigkeiten derartiger Netze experimentell nach-
gewiesen werden.

Bei Jéger sind nicht nur die Echo-Neuronen, sondern auch die Ausleseeinheiten sigmoide
Neuronen. In diesem Fall muss 6 elementweise mit v~ verrechnet werden um die Transfer-
Funktion auf den Ausleseneuronen wieder zu revidieren, bevor auf den Ausgangswerten
lineare Regression angewendet werden kann.

1.3 Erste Experimente

Im den folgenden Experimenten wird immer das identische Netz verwendet. Es wird bei je-
dem Versuch eine Initialisierungsphase durchlaufen in der sich die Echo-Schicht von ihrem
Anfangszustand auf Eingangssignale einpendeln kann. Darauf folgt die Trainingsphase, in
der die Zustéande X der Echo-Schicht notiert werden und mit deren Hilfe der Ausgangsvek-
tor bestimmt wird. Mit der Matrix X der geloggten Echo-Schicht-Zustédnde aus (3) wird die
optimale Gewichtung der Ausgangsgewichte gemiss (4) bestimmt. Dann folgt eine Test-
phase, in der die Féahigkeit des trainierten Netzes zur Funktionsapproximation ausgetestet
wird. Das Netz ist dabei wie beschrieben zufillig spérlich verbunden und zufillig gewichtet.
Nach der Verteilung von Kanten und deren Gewichten wird die Echo-Matrix A durch den
grossten absoluten Eigenwert geteilt um die fading memory’-Eigenschaft zu gewéhrleisten
und dann durch den Skalierungsfaktor p4 €]0,1[ auf einen gewiinschten Spektralradius
skaliert. Das verwendete Netz hat folgende Parameter:

n = 100

Ppy=02 P,,=10

Kantengewichte der Eingangs-Verbindungen 0;; = 0.01

Spektralradius  pa = 0.9

Anzahl der Eingénge m =1

tinitLength = 100 Tirainrength = 1000 tiestrengtn = 200

u(t),o(t),o(t) € R
e

et 4+ e %

x —x

~v(x) = tanh(z) = — ¢

1.3.1 Vergangenheits-Rekonstruktion VR

Ich betrachte nun folgende Aufgabe:

Das Netz wird mit einem Eingangssignal wu(t) gespeist, das zu jedem Schritt aus einer
Gleichverteilung aus dem Intervall [0, 1] gezogen wird. Dazu wird zu jedem u(t) das paar-
weise passende 0(t) = u(t — 60) definiert, d.h. das Netz soll das Eingangssignal 60 Schritte
verzogert wiedergeben. Training und Test werden wie im letzen Abschnitt beschrieben
ausgefiihrt. In Abbildung 2 sieht man das Testergebnis des Experiments. Wie man sieht



ist es der Regression gelungen die Ausgangsgewichte w derart zu setzen, dass aus der
Echo-Schicht x, in der stetig das eintreffende Eingangssignal vielfiltig transformiert und
iibereinandergelagert wird, diejenigen Eigenschaften herauszufiltern, die benotigt werden,
um das vergangene Eingangssignal wieder zu rekonstruieren. Man kann mit demselben
Netz und denselben Eingéngen auch einen weiteren Readout-Pool ws, der auf die Input-
Output-Paare 6(t) = wu(t — 20) trainiert wird, konstruieren. Man beachte also, dass das
Training der jeweiligen Readout-Pools unabhéngig voneinander geschehen kann, da diese
nur versuchen aus dem durch das Eingangs-Signal angeregten, ’hin- und herschwappenden’
Echo-Pool die notwendigen Informationen herauszuextrahieren. Aus demselben Netz kann
man zu jedem Zeitpunkt gleichzeitig die Eingangs-Signale in eine bis zu 80 Zeitschritte
und weiter reichende Vergangenheit herauslesen, wobei die Qualitét der Rekonstruktion
mit weiter zuriickliegender Vergangenheit stetig abnimmt.

— o()
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I I I I I I I I
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 2: 6(t) und o(t) des Testnetzes. Die Kurven sind fast deckungsgleich.

1.3.2 Mustererkennung

Wir untersuchen nun eine weitere Aufgabe fiir das gleiche Netz, die wir als Mustererken-
nung bezeichen. u(t) ist wieder Rauschen aus dem Intervall [0, 1] in das mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 0.02 zu jedem Zeitschritt ein Muster eingefiigt wird. Das Muster selbst
besteht aus einer 20 Zeitschritte langen Sequenz aus gleichverteilten Zufallszahlen aus dem
Intervall [0,1]. Es wird beim Einfiigen sichergestellt, dass sich die eingefiigten Versionen
des Musters nicht iiberlappen, indem bei den Zeitpunkten an denen das Muster eingefiigt
wird keine Zufallszichung zum erneuten Einsetzen vorgenommen werden.

Das gewiinschte Ausgangs-Signal soll fast iiberall 0 sein, nur nach dem jeweiligen Présentie-
ren des letzten Teils des Musters soll 6(t) = 1 sein. In Abbildung 3 sieht man die Resultate



dieses Experiments. Man kann erkennen, dass zwar ein permanentes Untergrundrauschen
an den Nicht-Muster-Stellen auftritt, aber die eigentlichen Detektor-Peaks sind klar zu er-
kennen und konnten durch einen Schwellwert herausgefiltert werden. Es fielen dabei einige

0.8

|
I
0.6 ! I
|
|

0.4r

Abbildung 3: 6(¢) und o(t) des Testnetzes. Die Peaks reichen zwar nicht bis 1, die Fehl-Erkennungen
haben aber nur einen maximalen Ausschlag von 0.2

Eigenschaften auf, die auch von Jéger experimentell belegt wurden :

- Je ldnger die Trainingsphase ist, desto besser sind die Ergebnisse des trainierten Netzes.
Ab einer gewissen Trainingsléinge kann die Qualitét jedoch nicht durch noch ldngeres Trai-
ning weiter gesteigert werden.

- Man kann einen einzelnen Readout-Pool sogar darauf trainieren auf zwei unterschiedliche
Patterns zu reagieren.

- Wenn man wahrend des Trainings das eingefiigte Patterns stets ein wenig verrauscht,
dann generalisiert das Netz auch auf Variationen des zu erkennenden Musters.

- Man kann den Readout-Pool auch darauf trainieren nicht zu generalisieren, sondern
gezielt zu diskriminieren, indem man zusétzlich variierte Versionen des Patterns in den
Untergrund einfiigt, die aber nicht mit einer 1 im Output finalisiert werden. Die lineare
Regression fixiert ihre Optimierung dann speziell auf das reine Basis-Pattern.

1.3.3 Nichtlineare Funktionsapproximierung

Wir betrachten nun eine weitere Variation von nichtlinearen Aufgaben. Das Eingangssignal
u(t) wird gleichverteilt aus der bindren Menge {0, 1} gezogen. Das Soll-Ausgangs-Signal
o(t) soll 1 sein, wenn in den letzten z Zeitschritten im Eingangs-Signal k£ mal die 1 erschien,
ansonsten soll der Ausgang 0 zeigen. In den Bildern in Abbildung 4 sieht man die Ergebnisse
dieser Experimente. Die Bilder zeigen, dass das Netz auch diese Aufgabe zufriedenstellend
16sen kann.
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Abbildung 4: 6(t) und o(t) des Testnetzes. Als Aufgabe ist zu detektieren: (Links) ob in den letzen
2 Eingéngen einmal die 1 erschien (auch als XOR bekannt); (Rechts) ob in den letzen 3 Eingéngen
zweimal die 1 erschien.

1.4 Vorliufige Folgerungen

ESNs sind fdhig in ihrem Zustandspool nicht nur eine gewisse Menge der zuletzt einge-
troffenen Signale zwischenzuspeichern, sondern diese auch in einer Art zu verrechnen, dass
man mit ihnen komplexere nichtlineare Berechnungen durchfiihren kann.

Die Berechnungsfihigkeiten héngen dabei stark von den verwendeten Parametern ab:

1. Anzahl n der verwendeten Echo-Neuronen:
Je mehr Neuronen man verwendet, desto léngere Vergangenheiten kann man rekon-
struieren und desto kompliziertere Funktionen kann man mit besserer Ergebnisgiite
approximieren.

2. Skalierung des Input-Signals:
Die Grosse der Skalierung der Eingénge wirkt sich stark auf die Fahigkeit aus, Vergan-
genheiten zu rekonstruieren. Zu hohe Eingangsgewichte fithren zu fast vollstdndigem
Verlust der Errinnerungskapazitéit. Zu kleine Eingénge fiihren zur Beeintrdchtigung
der Fahigkeit nichtlineare Funktionen zu berechnen. Die Skalierung des Eingangs
wirkt sich, wie wir spéater sehen werden, nur fiir nichtlineare Netze aus.

3. Sparlichkeit der Echo-Verbindungsmatrix:
Die Sparlichkeit der Verbindungsmatrix A wirkt sich fast nicht auf die Qualitidten
des Netzes aus. Ist die Verbindungswahrscheinlichkeit zwischen den Neuronen jedoch
so gering, dass das Netz fast ganz an internem Zusammenhalt verliert, dann verliert

11



es seine Fahigkeiten.

. Wahl der Transfer-Funktion ~:

Die Transfer-Funktion der Neuron ist entscheidend fiir die Funktionalitéit des Netzes.
Z.B. fiihrt die Identitdt zu einem enormen Anstieg der Erinnerungskapazitit, der
tanh(x) ist dagegen vorteilhaft fiir nichtlineare Aufgaben.

12



2 Analytische Untersuchung von ESNs im Linearen

Zur Vereinfachung betrachte ich zunéchst nur lineare Netze, bzw. ich verwende die Identitét
v(z) = x als Transfer-Funktion. Das System wird durch folgende Iterations-Vorschrift

beschrieben
x(t) = Ax(t — 1) + Bu(t) (5)

2.1 Diagonalisierung

Jede Matrix mit vollem Rang ldsst sich mit A =TT DT diagonalisieren

DeC"" dj=0,i#j Diagonalmatrix
T e orthonormale Transformationsmatrix
x(t) = T'DTx(t—1)+ Bu(t)
Tx(t) = DTx(t—1)+T Bu(t)
x(t) = Dx(t—1)+ Bu(t)
= &) = @it —1)di+ (Bu(t)), (6)
o(t) = wx(t)=wT"x(t) =wx(t) (7)

Jedes lineare ESN lisst sich daher in eine Form iiberfiihren, in der jedes Neuron nur von
seinem eigenen letzten Zustand und vom Eingang der es erregt abhéngig ist.

Zum Zwecke der Ubersichtlichkeit nennen wir alle X nun x, alle B nun B und alle w nun
w. Die Matrizen T und 77 sind in die Eingangsmatrix B und die Ausgangsgewichte w
hereinmultipliziert worden. Dies d&ndert das Verhalten des Netzes nicht, da die Verédnderung
nur eine Basistransformation im Zustandsraum des Netzes ist.

Da die diagonalisierte Matrix D auch bei reellen Matrizen A selten reellwertig ist, sind
nun D, w, x und B komplex. Auch die Wertebereiche der Ein- und Ausgéinge erweitere
ich von nun an auf komplexe Werte. Sind sie weiterhin reell, dann versucht die lineare
Regression den komplexen Anteil auf 0 zu minimieren. Da im Linearen die Matrizen durch
Basistransformationen reell gemacht werden kénnen (siehe Appendix 8.3 ’Ersatzschaltbil-
der’), kénnen die Betrachtungen aber auch weiterhin vollstdndig im Reellen durchgefiihrt
werden.

2.2 Kernel

Um den zeitlichen Verlauf der Erregung eines einzelnen rekurrent verschalteten Neurons
zu beschreiben, untersuche ich zunéchst eine zeitliche Dynamik mit diskreter Schrittweite

13



At. In jedem Zeitschritt wird die Erregung mit dem Gewichtungsfaktor d multipliziert, so
dass die Dynamik ohne Input lautet:

2(t + At) = 2(t) d(At) (8)

Da die gemessenen Funktionswerte eine Exponential-Funktion beschreiben, bestimme ich
fiir diese deren homogene Lésung.

d(At) = d* (9)
Taylor-Entwicklung um At = 0:  d*(At) = 1+ In(d) At + O(At?) (10)

z(t+ At) = z(t)d(At)
z(t+ At) —z(t) = x(t) (d(At) — 1)

v(t+At) —x(t) d(At) —1
A At = dmet) =5
o(t+At) —x(t) d*(At) — 1
= = dmr =5
At) —
mit (10) = Jim 2t + Ati 0 ) in(d)
= i(t) = xz(t)In(d)
= g(t) = et — gt (11)

Diese Funktion wird fortan als Kernel g : R — C des Neurons bezeichnet und beschreibt
die Antwort des Neurons auf einen Dirac d(t).

S(t) =0 (fir ¢ £ 0)
/Oo S(t)dt = 1 (12)

Es ist zu bemerken, dass sich auf der Diagonalen der Diagonalmatrix D die Eigenwerte
von A befinden und A, wie anfénglich verlangt, einen Spektralradius kleiner eins sowie
vollen Rang besitzt. Daher gilt 0 < |d;;| < 1. Je néher der Betrag des Gewichts d an eins
liegt, desto langsamer féllt die e-Funktion ab. g kann dabei entweder rein reell gedampft
abfallen, wenn d reell ist, oder oszillatorisch geddampft, wenn d komplex ist. Das Verhalten
von ¢(t) wird vollstdndig durch die Parameter Démpfung o = |d| und Winkelfrequenz
w = arg(d) beschrieben. In den Bildern in Abbildung 5 sieht man die Graphen einiger
Kernel-Funktionen mit unterschiedlichen Gewichten.

Im Folgenden verwenden wir um Echo-State-Netze auf konventionellen Computern simu-
lieren zu konnen stets diskretisierte e-Funktionen mit Schrittweite At = 1 statt kontinu-
ierlichen Funktionen, statt Integralen iiber den Zeitbereich Summen iiber die einzelnen
Zeitschritte und statt Diracs diskrete 0-Pulse :

. ~  (firt=0)
ot) = { 0 (firt#£0)
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Abbildung 5: Kernel von Neuronen mit Gewichten l.o. 0.9, r.o. 0.5, Lu. 0.99, r.u. 0.840.5i
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Der Ubersichtlichkeit wegen spreche ich im Folgenden trotz der Diskretisierung von 9-
Pulsen. Es sind damit jedoch stets d-Pulse gemeint.

Die Reaktion der Neuronen mit rein reellen Exponenten in Form einer Exponential-Funktion
erinnert an ein Verhalten, das man bei mehr biologisch orientierten Neuronenmodellen be-
obachten kann: Neuronen vom Typ Integrate-and-Fire (I&F). Diese besitzen kapazitive
Eigenschaften und daraus abgeleitet eine Membranzeitkonstante 7, die das Verhalten des
Neurons durch folgende Gleichung festlegt:

g(t) =e - (13)

Man kann Gleichung (11) so umschreiben, dass das rekurrente Gewicht d einer Membran-
zeitkonstanten entspricht.

= T=—-——-= (14)

Ein Gewicht von 0.9 entspricht somit einer Membranzeitkonstanten von circa 9.5 Zeit-

schritten.

2.3 Faltungen
Verallgemeinert man vom ¢-Puls als Eingangssignal auf beliebige Funktionen, dann ent-

spricht der Erregungsverlauf eines Neurons einer Faltung seines Eingangssignals mit seinem
Kernel (inhomogene Losung der Differentialgleichung).

hy(t) = (Bu(t)), Eingang am Neuron v

2o(t) = (hy % 9,)(¢ Zh ) gult — ) (15)

In den Bildern in Abbildung 6 sieht man das Antwortverhalten eines Neurons mit d = 0.9
auf eine Serie von §-Pulsen.

2.4 Ausginge

Ein Ausgangsneuron berechnet seine Erregung durch die gewichtete Summation der Erre-
gungen der Echo-Neuronen.

w € C"  Gewichtsvektor von der Echo-Schicht zum Ausgangsneuron
o(t) € C  Wert der Auslese-Einheit zum Zeitpunkt ¢

ot) = wix(t)=> wyz,(t) (16)
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Abbildung 6: Erregungsverlauf eines Neurons mit d = 0.9 (rechts) auf eine Folge von 6-Pulsen
(links)

2.5 Einginge

Es ist gilinstig, wenn die Eingangsmatrix B im diagonalisierten System bestimmten Bedin-
gungen geniigt. Wenn zwei unterschiedliche Eingénge mit demselben rekurrenten Neuron
verbunden wiren, kénnte dieses nicht unterscheiden, von welchem der beiden Eingénge ein
eingetroffener Impuls stammt. Fiir die Aufrechterhaltung der getrennten Informationen der
verschiedenen Eingénge sollte jeder Eingang einen separaten Pool an rekurrenten Neuronen
besitzen. Wir trennen das Netzwerk deshalb in m disjunkte Bereiche, wobei jeder Bereich
fiir einen Eingang verantwortlich ist.

Die Eingangsmatrix B muss somit von folgender Form sein.

b 0 - 0
bnjm 0
0 bn/m+l
B= (17)
b2n/m
0 0
bn—m
0 0 b,

Da jedes Echo-State-Neuron nur einen Eingang erhilt, kann dieses Eingangsgewicht auf
1 normiert werden, da dessen Variabilitdt durch das Ausgangsgewicht des Echo-Neurons
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ausgedriickt werden kann, wie folgend gezeigt wird:

O(t) = Z Wy Ty (t)
— Z W, Z Go(t —1') hy(t')
— Z Zw“ Go(t — ") (by wpym) (1))

=0 v=1

- ZZ Wy by) ot = 1) wjo/my (1)
=0 v=1

= ZZwvgv — ") Wppym) (1) (18)
=0 v=1

Die Matrix B aus (17) lésst sich somit ohne Einschriankungen vereinfachen zu

10 -0
10
0

B = 19
1 (19)
0 0
: 1
00 - 1

2.6 Gesamtkernel

Statt den Ausgang durch die gewichtete Aufsummierung von gefalteten Kernelfunktionen
zu berechnen, kann man aus den einzelnen Kerneln mit ihren jeweiligen Gewichten einen
Gesamtkernel p(t) errechnen, den man mit dem Eingangssignal u(t) falten kann.

p:C—-C = Z w, ¢, Gesamtkernelfunktion
v=1
p(t)  Antwort der Auslese-Einheit zum Zeitpunkt ¢ nach einem §-Puls

DD wigu(t =) hu(t)

t'=0 v=1
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= > p(t—t) hy(t)
= (h=p)(®) (20)

Es wird hier angenommen, dass die Eingangsgewichte normiert wurden, damit alle Echo-
Neuronen denselben Eingang h(t) erhalten. Diese Betrachtung bezieht sich ohne Ein-
schrankung der Allgemeinheit nur auf einen eindimensionalen Input, da Neuronen, die
zu einem weiteren Inputstrom gehoren, mit einem unterschiedlichen h(t) gespeisst werden.
Weitere Eingénge konnen mit derselben Methodik separat betrachtet werden und sind un-
abhéngig voneinander.

In Abbildung 7 sieht man ein Beispiel eines Gesamtkernels, der aus der Summation der
Einzelkernel gy (di1 = 0.7), g2 (d2,2 = 0.8) und g3 (ds 3 = 0.9) mit den Gewichtungsfaktoren
w; = 1, wy = —2 und ws = 1 zusammengesetzt ist. Man sieht, dass sich beim Eintreffen
eines 0-Pulses das Maximum der Reaktion erst 10 Zeitschritte spéter zeigt. Wenn man das
Netzwerk nun mit beliebigem Input stimuliert, wird der Output zum grossten Teil vom
Input 10 Zeitschritte vorher bestimmt. Ich habe damit ein Netzwerk konstruiert mit der
Fahigkeit die Vergangenheit in guter Néhe zu rekonstruieren, bzw. verzogert wiederzuge-
ben.

0.18

p(t)

-0.02 L L L L L L I I I

Abbildung 7: kombinierter Kernel aus 3 Einzelkernels

Der Gesamtkernel ist eine Summation aus verschiedenen (mehr oder weniger) oszillierenden
e-Funktionen g, die sich aus der komplexen Gewichtung der Einzelkernel bilden. Die unter-
scheidenden Parameter dieser Funktionen sind Anfangsamplitude und Abfallgeschwindig-
keit der e-Funktion, sowie Frequenz und Phase der Oszillation. Die Abfallgeschwindigkeit
wird wie bereits erwdhnt ausgedriickt durch o und die Frequenz durch w. Die Anfangsam-
plitude wird durch den Betrag des Ausgangsgewichtes |w|, die Phase durch die Winkelfre-
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quenz des Ausgangsgewichtes arg(w) festgelegt.
¢»(t) € C Anteil eines Neurons v am Gesamtausgang o(t)

qv(t) = gv(t)wv
_ 6tln(dv) e

et In(dv)r+Re(In(wy))+i (tin(dy)i+Im(In(wy)))

In(wy)

— |wv| af) 67' (t Wv+arg(wv))

20

(21)



3 Wiederholung der Experimente mit neuem Fokus

3.1 Vergangenheits-Rekonstruktion VR

Ich untersuche nun die anfanglichen Experimente der VR genauer. Ich wiederhole das Ex-
periment mit gedndertem Aufbau, indem ich nun ein rein rekurrent verschaltetes Netz
konstruiere, was bedeutet, dass A von vornherein eine komplexe Diagonalmatrix ist. Ich
verteile die Eigenwerte der zu konstruierenden Matrix willkiirlich gleichméssig im komple-
xen Raum mit «, € [0, 27| und w, €]0,1[.

Nach dem Lernschritt kann man den Kernel des Netzes untersuchen, indem man sich den
gewichtet aufsummierten Gesamtkernel errechnet und plottet (Abbildung 8). Bei einer
Lernaufgabe, wie z.B. das Eingangssignal in s = 30 Zeitschritten Vergangenheit zu re-
konstruieren, hat der Kernelgraph eines Netzes mit 50 komplexen Echo-Neuronen einen
Ausschlag von 1 bei genau ¢ = 30 und sonst nahezu 0. Die lineare Regression hat die
verschiedenen e-Funktionen derart kombiniert, dass an allen Stellen ausser ¢t = 30 sich die
Ausschlidge der Einzelfunktionen ausléschen, und nur bei ¢ = 30 zu einem Peak aufsum-
mieren.

Das VR-Experiment lisst sich auch wiederholen, indem man Neuronen verwendet, die statt
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Abbildung 8: Kernel, der auf jede Erregung erst in 30 Schritten in der Zukunft reagiert

einem rekurrentem Gewicht eine Integratorfahigkeit (Membranzeitkonstante) besitzen. Der
iibrige Netzaufbau bleibt wie gehabt. Diese Konstruktionsweise schrankt die Méchtigkeit
der Gesamtkernelbildung stark ein, da nur e-Funktionen mit reellem Exponenten verwen-
det werden. In Abbildung 9 sieht man einen Kernel eines Netzes mit 60 Neuronen mit rein
reellen Gewichten, das darauf trainiert wurde die Vergangenheit s = 20 zu rekonstruieren.
Man sieht deutlich, wie die lineare Regression versucht den Peak auf ¢ = 20 zu setzen und
ansonsten zu minimieren.
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Abbildung 9: Kernel, der versucht erst in 20 Schritten in der Zukunft zu reagieren, dazu aber nur
aus e-Funktionen mit reellen Exponenten aufgebaut ist

3.2 Konstruktion von Gesamtkerneln p, fiir die VR

Kann man die Ausgangsgewichte, die zur Konstruktion des Gesamtkernels p,(t) beitra-
gen, auch ohne die lineare Regression konstruieren? Mochte man dies tun, so muss man
sich {iberlegen, was das Kernelbild repréisentiert. Da die einzelnen Neuronen geddmpfte
Sinus- und Kosinus-Schwingungen mit unterschiedlichen Frequenzen représentieren, kann
man sich den Netz-Aufbau als einen diskreten Fourier-Transformations-Apparat vorstel-
len. Jedes Neuron v detektiert im Eingangs-Signal das Vorkommen seiner Frequenz w, in
einer Zeitspanne, die seinem Dampfungsabfall entspricht. Da es sich beim gewiinschten
Gesamtkernel um einen verschobenen -Puls handelt, miissen theoretisch alle Frequenzen
mit Amplitude 1 und einer Phasenverschiebung entsprechend der Verschiebung des Diracs
beteiligt sein [7].

seN 0-Puls-Verschiebung
verschobener Dirac  d,(t) = 6(t — s)
+o00

Faltung  0,(w) = / S(t — s)e'tdt = e7"* (22)

—00

Fuer die weiteren Erlduterungen mache ich folgende Definitionen:

1. Eine Menge an Winkeln w, = 27rv/n, v € [1,n] nenne ich ’homogen’.
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2. Ein ESN ist genau dann ’homogen’, wenn die Menge der Winkel seiner Eigenwerte
"homogen’ ist, die Betréige a, seiner Eigenwerte alle identisch sind und seine Ein-
gangsgewichte alle 1 sind.

Ich konstruiere nun ein homogenes Netzwerk mit o = 1. Jedes Neuron regiert auf eine
Erregung ungedampft mit einer der Frequenzen von 0 bis 2. Moechte man als Kernel den
gewiinschten Dirac erhalten, dann muss man diese Frequenzen mit der in (22) verlangten
Gewichtung versehen.

w, = e 'YS (23)

Da der diskrete Dirac an der Stelle s die Amplitude 1 haben soll, miissen alle Gewichte
durch die Anzahl der Neuronen geteilt werden.

(24)

Gewichtet man die Ausgangsgewichte geméss (24), wobei s € [0,n — 1] (die Falle s >
n werden spater im Kapitel 4.3.1 'Storungen durch Geisterbilder’ behandelt), so erhilt
man ein Kernel-Bild (Abbildung 10), das fast dem des durch die Regression Konstruierten
entspricht. Der Unterschied besteht darin, dass der Puls sich periodisch alle n Zeitschritte
wiederholt. Mochte man die Periodizitéit entfernen, so kann man den Gewichtsbetrag a auf
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Abbildung 10: Konstruierter Kernel mit 100 Neuronen und Diracs bei 30 + 100n. Alle Neurone
haben ein rekurrentes Gewicht mit Betrag 1. Der Dirac ist periodisch ohne Dampfung.

einen Wert kleiner 1 setzen. Bei o = 0.9 ist bei 100 Neuronen der Puls bei 130 auf 0.9'%°
abgesunken. Hiermit ist jedoch der gewiinschte Peak bei 30 ebenfalls auf 0.9%° reduziert. Da
man eigentlich ein Kernelbild d5(s) = 1 und é5(t) =0, (¢ # s) haben mochte muss man die
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Ausgangsgewichte entsprechend strecken, um den quadrierten Abstand zum Wunschkernel
ZU minimieren.

err(fwl) = Y (6:(t) — ps(1))?
= (1-a° n\w|2+z SERR )

derr(|w]) 1 1
d|w] [ asn * as=2nn (25)

Fiir grosse n und einem « < 1 fithrt dies auf einen Streckungsfaktor von |w| =

e—ZOJS
=  w, =

asn (26)
Durch Gleichung (26) hat der Puls bei s wieder den Wert 1. Durch die Streckung werden
zwar auch alle periodischen Wiederholungen in der ferneren Vergangenheit gestreckt, deren
Wert ist jedoch durch die zusitzliche Stauchung von a™* im Vergleich zum ersten Puls,
bei einer giinstigen Wahl von « so gering, dass er gegen 0 lauft. Ich habe in meinen Expe-
rimenten « meist auf einen Wert gesetzt, so dass der erste periodisch wiederholte Puls nur
noch eine Amplitude von 0.001 des Originals besitzt. Dies war ausreichend um zufrieden
stellend kleine Fehler zu erhalten. Da die Entfernung der beiden Pulse direkt von der An-
zahl der verwendeten Frequenzen, bzw. Neuronen, abhéngt ergibt sich der Zusammenhang
a = 0.001"™. Abbildung 11 zeigt einen Kernel in dem mit o« = 0.96 die Periodizitéiten
nahezu entfernt wurden.

Da die resultierenden Funktionen nahezu keinen Unterschied mehr zum gewiinschten Ker-
nel aufweisen, spreche ich von nun an im Bezug auf den konstruierten Kernel wieder von
0-Funktionen.

Der Konstruktion der verschobenen d-Pulsen ist jedoch eine Grenze gesetzt. Die diskrete
Fourier-Transformation setzt voraus, dass das transformierte Signal sich periodisch nach
n Schritten wiederholt. Hat man, wie in unserem Falle, ein aperiodisches Eingangssignal,
so vermischen sich die Informationen der Zeitpunkte die den periodischen Wiederholun-
gen entsprechen. Diese Vermischung ist irreversibel und fiihrt zu Stérungen. Daher miissen
diese ’Geisterbilder’ durch den Abfall der e-Funktionen ausgeléscht und der Verfall des
gewiinschten 9-Pulses durch die Streckung des Ausgangsgewichts wieder revidiert werden.
Es ist nicht moglich einen einzelnen Puls zu einem Zeitpunkt s > n, z.B. bei n > n, zu
erstellen, da es eine periodische Wiederholung mit grosser Amplitude bei 7 — n gibt und
diese beiden nicht unabhéngig voneinander gestreckt oder gestaucht werden konnen. Ab
s = n treten daher mit dieser Technik grosse Fehler im Kernel und somit in der VR-
Fahigkeit auf. Mit einem homogenen Netzwerk mit einem derart gewéhlten «, dass die
periodisch auftretenden ¢-Pulse im Kernelbild nahezu verschwinden, kann man dagegen
fiir jede Verschiebung s € [0, n — 1] einen nahezu exakten Dirac konstruieren. Wir sprechen
dann davon, dass das Netz fast n Informationseinheiten rekonstruieren kann.
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Abbildung 11: Konstruierter Kernel mit 100 Neuronen und Pulsen bei 30 + 100n. Alle Neurone
haben a = 0.96. Nur der Puls bei 30 hat noch eine Amplitude 1

Diese Aussagen treffen nur zu, wenn das Netzwerk homogen ist, da dann die DFT exakt
ist. Sind die «, unterschiedlich oder die w, nicht regelméssig verteilt, dann treten Fehler
in der Konstruktion der Kernel auf (siche Kapitel 4 *Speicherféhigkeit’). Belegt man die
Neuronen z.B. mit ldngeren Frequenzen, mit deren Hilfe man Aussagen iiber eine fernere
Vergangenheit machen koénnte, dann geht dies immer zu Lasten der Exaktheit der DFT,
wie man in Abbildung 12 sieht.

3.3 Regression auf dem gewiinschten Kernel

Da eine einfache analytische Konstruktionsanweisung eines gewiinschten Kernels fiir eine
Vergangenheit s nur fiir homogene Netze gefunden werden kann, muss man sich bei nicht-
homogenen Netzen weiterhin der linearen Regression bedienen.

Die Errechnung eines optimalen Kernels p, lédsst sich jedoch durch folgende Systematik
effizienter gestalten:

Da sich die Eigenschaften eines linearen Systems vollstdndig durch seine Impulsantwort
beschreiben lassen, kann man die Regression dadurch vereinfachen, dass man sie nicht mehr
auf einem Strom von Input-Output-Paaren mit stochastischen Werten ausfiihrt, sondern
es reicht, wenn man man eine Regression auf den gewiinschten Kernel hin durchfiithrt. Man
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Abbildung 12: Konstruierter Kernel mit 100 Neuronen und é-Pulsen bei 104 + 105n. Die Frequen-
zen sind hier gleichméssig zwischen [1/105..100/105] verteilt. Die *Geisterbilder’ wiederholen sich
erst alle 105 Schritte. Die DFT ist nicht mehr exakt.

muss also nur noch auf k& Zeitschritte weit eine Regression durchfiihren auf den Paaren

( (u(()) =1, 6<0) = 0)7 )
(u(1) =0, 6(1) = 0),

(), 0N} € 0KD = 3 (i) =0 o(s)

| (u(k—1)=0, 6k —1)=0) |

k muss dabei so gross gewihlt sein, dass moglichst keine Restaktivitdt in den einzel-
nen Neuronen mehr vorhanden ist, so dass das Regressionsergebnis nicht durch unzu-
reichende Simulationsldnge verfilscht wird. Dabei habe ich stets die willkiirliche Grenze
k = |log(0.0001)/log(max(c,))| gewihlt, damit ab einer maximalen Restimmanenz von
kleiner als 0.0001 der weitere Kernelverlauf als gleich 0 angenommen werden kann. Dies
ist zuldssig da der Kernelverlauf durch den exponentiellen Verfall monoton fallend ist. Der
Vorteil ist, dass diese direktere Regressionskonstruktion im Gegensatz zur Regression auf
den Daten des verarbeiteten stochastischen Inputs um einige Grossenordnungen schnel-
ler ausgefithrt werden kann. Wir werden im Folgenden bei linearen Netzen diese Art der
Kernel-Errechnung anwenden.

3.4 Mustererkennung

Da wir uns im Folgenden wieder erst auf lineare Systeme einschrinken, darf man die
Ausgangsgewichte fiir einzelne, individuell gestreckte d-Pulse addieren, um die d-Pulse zu
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superpositionieren. Damit ist die Konstruktion von beliebigen Kernel-Funktionen moglich.
Somit kann man sich Funktionen widmen, die zu ihrer Berechnung nicht nur einen bestimm-
ten Punkt in der Vergangenheit benoétigen, sondern ganze Zeitabschnitte verrechnen, wie
z.B. in den Experimenten zur Mustererkennung.
Es tritt hierbei jedoch das Problem auf, dass man keinen linearen Kernel konstruieren
kann, der auf das Muster mit einem maximalen Ausschlag reagiert und auf alle {ibrigen
moglichen Inputs mit einer geringeren Reaktion. Dies ist hierdurch zu zeigen:
Der Kernel bildet zu jedem Zeitschritt die Korrelation der vergangenen Inputs mit dem
Muster durch das Ausfithren des Skalarproduktes dieser Vergangenheit mit dem Kernel.
Bei einer Eingangssignalfolge, die das Muster darstellt, kann man fiir jeden Zeitpunkt in
der Vergangenheit das Eingangssignal erhohen (bzw. senken, wenn das Kernelgewicht dort
negativ ist) und wiirde einen entsprechend hoheren Klassifikationswert erhalten. Da man
keine nichtlinearen Effekte zur Verfiigung hat um mit diesem Makel das Eingangssignal auf
das Auftreten des Musters zu iiberpriifen, muss man sich einiger Alternativen bedienen.
Eine Moglichkeit das Dilemma zu umgehen ist die Einfiihrung eines weiteren Eingangs, der
zu jedem Zeitpunkt das Quadrat des ersten Eingangs zu diesem Zeitpunkt liefert, sowie
eines Bias-Neurons in der Echo-Schicht, das mit einer konstanten 1 gespeist wird und eben-
so ein trainierbares Ausgangsgewicht besitzt. Der zweite Eingang muss mit einer eigenen
Neuronen-Phalanx ausgestattet sein, genauso wie sein lineares Korrelat.
Setzt man den Kernel p; des linearen Eingangs auf das zeitlich gespiegelte zu detektierende
Muster multipliziert mit —2, den Kernel ps des quadratischen Eingangs auf einer Breite,
die der Breite des Musters entspricht, auf 1 und sonst auf 0 und weist dem Bias-Ausgang
ein Gewicht entsprechend den aufsummierten Quadraten des Musters M zu, so ergibt sich
folgender Zusammenhang;:

pr:(=2M(t),—2M(t—-1),..,—2M(2),-2M(1),0,0,...)

pe:(1,1,...,1,1,0,0,...)

t
ot) = (uwxpa)(t)+ (u? xpa)(t) + S M(i)?
=0
t t t
= > ult—i)pi(i) + > ult—i) pa(i) + > M(i)?
=0 i=0 i=0
t t t
= Y u(t—i) (=2 M(t—i)+ > u(t)’ 1+ M(t—i)
i=0 i=0 i=0
t

= N ult — i) (=2) M(t — i) + u(t — )2 + M(t —i)?

= Z(U(t—i)—M(t—i))2
- Z(u(i)—M(i))z (27)
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D.h. diese Wahl der Kernel berechnet den aufsummierten quadratischen Fehler des Ein-
gangssignals zum Muster.

Durch den zusétzlichen nichtlinearen Eingang konnte darauf verzichtet werden Nicht-
Linearitéiten in die Struktur des Netzwerks einzufiihren, dafiir sind doppelt so viele Echo-
Neuronen notwendig. Wenn man die Gesamtanzahl der Neuronen nicht erhéhen will, dann
muss man die Anzahl der Neuronen in den jeweiligen Pools reduzieren. Fiihrt man, wie
hier, einen Pool ein, der genauso viele Neuronen beinhalten soll wie der lineare Pool, dann
haben beide nur die Hélfte der Speicherfahigkeit des urspriinglich doppelt so grossen Pools.
Das Einfiihren von Nichtlinearitdten durch zusétzliche Eingénge mit gleich bleibender Neu-
ronenzahl geht somit indirekt zu Lasten der Speicherfahigkeit.

Der sich ergebende Ausgang bei gezeigtem Netz-Aufbau ist um einiges besser als das ein-
fache Modell mit rein linearem Eingang. Es besitzt die Eigenschaft, dass nur beim Présen-
tieren des Musters der grosste Ausschlag erreicht wird. Jedoch sind auch bei allen anderen
Eingangssignal-Folgen, die dem Muster relativ dhnlich scheinen, der Ausgang relativ hoch,
da der Ausgang nichts Anderes als der aufsummierte quadratische Fehler ist. Man kann
dies als einen angenechmen Effekt der Generalisierung betrachten, den Anspruch der ex-
akten Erkennung des Musters und ansonstigem Null-Ausgang erfiillt diese Netztopologie
jedoch nicht. Um diesem Anspruch gerecht zu werden kann man weitere Korrelationen des
Eingangs mit sich selbst und seiner Vergangenheiten als weitere Eingénge zufithren. Man
kann z.B. folgenden Aufbau verwenden:

x(t)

O]

X(t) * x(t-1)
— O] @,

X(®) *x(t-1) *x(t-2)

—0O<]

Abbildung 13: Aufbau eines linearen Netzes, dass mit nichtlinear korrelierten Eingéingen arbeitet.

Ein Netz, erhdlt 5 Eingénge (z1(n) = x(n), x2(n) = z(n)z(n — 1), x3(n) = z(n) z(n —
2), z4(n) = z(n)z(n — 3), z5(n) = z(n)z(n — 1) z(n — 2)) mit Echo-Pools mit jeweils
20 Neuronen (Abbildung 13). Der Lernschritt wird wieder per linearer Regression aus-
gefithrt. In den Bildern in Abbildung 14 kann man sehen, wie ein solches trainierte Netz
mit unbekannten Daten getestet im Vergleich mit anderen Netzen abschneidet. Das Netz
mit nichtlinearer Transfer-Funktion bringt zwar die besten Ergebnisse, das lineare Netz
mit nichtlinearen Eingéngen schneidet jedoch entscheidend besser ab als das nur mit li-
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Abbildung 14: o(t) und 6(t) verschiedener Varianten trainierter Netze bei der Mustererkennung;:
mehrere nichtlinear korrelierte Eingénge, lineare Transfer-Funktion (1.0.); linearer Eingang, nicht-
lineare Transfer-Funktion (r.o.); linearer Eingang, lineare Transfer-Funktion (l.u.).
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nearem Eingang gespeiste Netz. Es kann also vermutet werden, dass lineare Netze mit
Eingéingen, die ausreichend korreliert sind (z.B. wie hier durch Multiplikationen mit vergan-
genen Eingéngen), dquivalente Berechnungsstirke wie nichtlineare Netze besitzen kénnen,
bzw. dass nichtlineare Netze Berechnungen durchfiihren kénnen, die Korrelationen dhneln.
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4 Speicherfihigkeit

Wir haben im letzten Kapitel gesehen, dass homogene ESNs aus n Neuronen theoretisch
die Fahigkeit besitzen annéhernd genau n Informationszustédnde der Vergangenheit zu spei-
chern. Durch Effekte, wie z.B. Rechenungenauigkeiten oder wenn das Netz nicht homogen
ist, kann diese Fahigkeit beeintréachtigt werden. Ich méchte in diesem Kapitel untersuchen,
wie stark sich die verschiedenen Storungsquellen auf die Speicherfahigkeit auswirken. Dafiir
mochte ich die Definition der 'memory capacity’ M C' von Jager [3] verwenden, sowie den
durchschnittlichen quadratischen Fehler mse(s).

4.1 Memory capacity (MC)

Die partielle memory capacity fiir eine Vergangenheit s ist definiert als *

(cov(6s, 04))?

0%(065) 0%(0y) (28)

me(s) =

Die mc(s) ist die normierte Korrelation zwischen zwei Signalen. Thr Wert liegt stets zwi-
schen 0 und 1, wobei 1 auftritt bei Ergebnissen, bei denen Soll- und Ist-Ausgang bis auf
Skalierungen identisch sind, sowie 0 bei Ergebnissen, bei denen Soll- und Ist-Ausgang kei-
nerlei Abhéngigkeit besitzen. Es ist zu beachten, dass der Wert unabhéngig von Streckun-
gen der einzelnen Signale ist.

Die vollstdndige memory capacity ist definiert als die Summe iiber alle partiellen memory
capacities.

MC = Z mc(s) (29)

Jager bewies in Proposition 4 in [3]

N = ZA” A N hat vollen Rang = MCy=n (30)

v=1

Die Vorbedingung ist fiir Netze mit paarweise verschiedenen Frequenzen immer erfiillt, da
n verschiedene Frequenzen eine n-dimensionale Basis bilden [7] und N somit vollen Rang

1
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besitzt. Da zuféllige Matrizen sehr selten identische Frequenzen besitzen, kann man prak-
tisch volle M C' = n fiir Jagernetze voraussetzen.

Durch die Konstruktion der Dirac-Kernel mithilfe der DFT aus Kapitel 3.2 kann man im
speziellen Fall eines homogenen Netzes den Beweis von Jéger alternativ fiithren:

Es sei angenommen, dass in einem homogenen Netz der optimale Kernel py fiir eine Ver-
gangenheit s mit Gewichten

Wy, = qee s (31)

konstruiert wird, wobei ¢s; einen noch zu wéhlenden aber in dieser Betrachtung beliebig
wahlbaren Streckungsfaktor darstellt. Der Kernel ist somit

ps(t) = qsn Z amodsmInk st mod(s,n) —nk) (32)
k=0
wobei mod(a,b) den ganzzahligen Rest beim Teilen von a durch b darstellt.

Speist man das Netz mit weissem Rauschen u(t) = £ mit e = 0 und ag = 1, dann ergibt
sich ein Ausgang von

o0

05(t) = (wxpy)(t) = Y ult — 1) py(t') (33)

t'=0

Die Verteilung der stochastischen Variable o4(t) ergibt sich durch die Aufsummierung von
unterschiedlich stark gewichteten stochastischen Variablen & (¢ € [0, 00]), unter der
Annahme, das das System bereits unendliche lange lduft und somit nicht mehr durch
Initialisierungs-Effekte beeinflusst wird. Die Gewichtung zu einem Zeitpunkt ¢ ist fiir je-
des & jeweils der Faktor p,(t'). Da die resultierende Gaussverteilung aus Additionen von
Gaussverteilungen mit Streckungsfaktoren k& € € durch pgum = >_; kjp; und o2, =
>, 1kj|? o7 angegeben werden kann [10], ergibt sich

[e.e]

o*(0,) =) (ns(t))? (34)

t'=0

Aus (32), (33) und (34) folgt
(cov(u(t — 5), 0s(t)))?

a?(u) 0*(0)
(cov (s, Do €t Ps(t)))?
12 00 (ps(1))?
(ps(5))*
2o (ps(1))?

me(s)

(da cov(&,&r) =0 o(t — 1))
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(gn > e amodlsmnk §(s —mod(s,n) —nk))?
S (a7 S ST (T — mod(s, 7) — 0 R))?

s

o
o0 mod(s,n)+nk
D g medlem)

a2nls/n]
S (la/b] = (a — mod(a,b))/b a,be N) (35)

Sk
MC = Z me(s)
s=0

o n7l 2n|(nk+m)/n]

= n O (36)

Es ist anzumerken, dass die M C' nur lineare Korrelationen entdecken kann. Informations-
speicherung, die unter Umstdnden nichtlinear stattfindet, wird von ihr nicht erfasst. Dies
ist vor allem bei den Kapiteln iiber Nicht-Linearitdten zu beachten, bei denen die Netze
vergangene Inputs selbst dann noch speichern und verrechnen kénnen, wenn man eine M C'
von 0 festgestellt hat, was im Linearen bedeutet, dass keine Information mehr vorhanden
ist.

4.2 Mean square error fiir Vergangenheit s (mse(s))

Die Aussagekraft der mc(s) besteht nur unter der Annahme, dass das Netz mit weis-
sem Rauschen gespeist wird. Mit einem autokorreliertem Eingangssignal nimmt der mc(s)
beim selben Netz félschlicherweise zu. Speist man das Netz z.B. mit einer konstanten 1
und leitet diese ohne Verdnderung zum Ausgang durch, dann hétte man eine unendliche
Speicherfahigkeit. In manchen Féllen ist daher der mse(s) aussagekriftiger als die mc(s).
Der mittlere Vergangenheitsfehler fiir eine Vergangenheit s ist definiert als

mse(s) = ((6s(t) — 0s(t))*)e (37)

Es ist zu bemerken, dass die lineare Regression mse(s) optimiert und nicht mc(s). mse(s) —
0 ist jedoch hinreichend fiir mc(s) — 1, daher ldsst sich meist ebenso gut mit dem mc(s)
argumentieren. Der mse(s) ist nicht normierbar, dafiir ist er sehr intuitiv und nicht be-
schrankt auf Aussagen iiber lineare Zusammenhénge.
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4.3 Storquellen

In allen Unterkapiteln bis auf ’Stérungen durch Nicht-Linearitdten’ sind die Experimente
mit linearer Transferfunktion, bzw. mit der Identitdt als Transferfunktion, durchgefiihrt
worden.

Bei der Berechnung der M C' muss man beachten, dass Ungenauigkeiten auftreten kénnen,
wenn Werte fiir a vorhanden sind, die nahe an 0 oder an 1 liegen, da dann die im Ap-
pendix im Beweis 8.4 invertierte Matrix Z singuldr wird. Im stochastischen Experiment
mit einem allgemeinen ESN, das mit weissem Rauschen gespeist wird, wird man somit
kaum eine MC = n feststellen kénnen. Es sind daher fast alle folgenden Experimente
nicht durch Input-Output-Paare aus weissem Rauschen erstellt worden, sondern die Re-
gression wurde auf den gewiinschten Kernel hin ausgefiihrt (siehe Kapitel 3.3 'Regression
auf dem gewiinschten Kernel’). Die me(s), bzw. MC, wurde aus der Netzwerkmatrix und
den errechneten Ausgangsgewichten errechnet, indem mit linearer Regression ein optima-
ler Kernel erzeugt wurde, und die mc(s) direkt aus dem Kernel an der Stelle s abgelesen
wurde (ps(s), siche Gleichung (70) im Appendix).

4.3.1 Storungen durch Geisterbilder

Ist das Netzwerk homogen so sind die optimalen Ausgangsgewichte jeweils w, = qe™“v*.
Es entstehen neben dem 0-Puls bei s weitere Pulse bei t = mod(s,n)+nk (k # |s/n], k €
IN%). Diese 'Geisterbilder’ haben die Amplitude nqa!. Man kann sehen, dass fiir ein «
nahe 1 die Geisterbilder nur langsam abklingen. Ein in das Netz eingespeister Input ruft in
diesem Fall Reaktionen hervor, die sich mit den Reaktionen der Inputs jeweils n Schritte
vorher mischen. Diese Mischungen kénnen vom Netz nicht mehr getrennt werden, was
Storungen hervorruft, die umso grosser sind, je ausgepragter die Geisterbilder im Kernel
sind. Die MC wird durch Geisterbilder nicht beeinflusst, da wir bereits gezeigt haben,
dass in homogenen Netzen MC' = n gilt. Die mc(s), die in den Vergangenheiten von 0 bis
n—1 zu 1 fehlt, findet sich im Bereich n bis co wieder. Dieser Zusammenhang wird bereits
durch Gleichung (35) dargestellt. Ab s = n tritt die erste Phalanx von Geisterbildern
auf, die einen abgeschwichten Block an mec(s) hervorruft. Der Anteil von der gesamten
MC' in diesen Segmenten ist proportional zu den Anteilen der Geisterbild-Amplituden am
summierten normierten Kernel. Dies kann man in Abbildung 15 bestétigt sehen.

Der mse(s) vergrossert sich durch den periodischen Effekt. Je grosser die Auspriagungen der
Geisterbilder und umso niedriger der mc(s) desto mehr vermischen sich die Informationen
zu den entsprechenden Vergangenheiten und desto grosser wird der mse(s). Aus (37) und
(32) folgt bei VR-Experimenten

mse(s) = Z((Ss(t)—]?s(t))2

t=0
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Abbildung 15: mc(s) (L.o.) und MC (r.o.) fiir variierende a, mc(s) (Lu.) und mse(s) (r.u.) bei a =
0.98 mit 20 homogenen Neuronen. Wir sehen in den oberen beiden Bildern, dass sich die Verteilung
der M C auf die verschiedenen mc(s) bei unterschiedlichem « &ndert, die Aufsummierung iiber
alls mc(s) bei beliebiegem « jedoch immer konstant bleibt. In den unteren beiden Bildern kann
man beobachten, wie die mc(s) alle n Schritte treppenstufig abféllt und der mse(s) entsprechend
ansteigt, da bei jeder Stufe ein weiteres neues ’Geisterbild’ vor dem gewiinschten Peak bei s
auftaucht.
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[e.e]

— (1 . (]nOéS)2 + Z (amod(s,n)+nk)2
k=0,k#|s/n]

— 1-9 anéS + Z (amod(s,n)—‘rnk)Q (38)
k=0

Das optimale ¢, fiir eine Vergangenheit s ist bestimmt durch

dmse(s) _ onat4 2n? o2 med(sn)
0q 1—a2n
(1—a?")a®

1 — 2" —s+2n|s/n|
_ d-aMa (39)

n

= qs =

Diesen Zusammenhang kann man in Abbildung 16 beobachten, da alle Diracs die durch
die Gleichung (32) und (39) vorhergesagte Amplitude haben.

Eine andere Moglichkeit mit einem fixen o den mse(s) zu reduzieren ist die Anzahl n an
Neuronen zu erhéhen.

091 b 091

0.8 1 0.8

0.7 B 0.7

0.6 B 0.6

05 1 05F

Py
Py

04f 4 04f
03f 4 03f

0.2 b 0.2

0.1r 1 0.1r H
or 0 M
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Abbildung 16: py(t) bei einem homogenen Netz aus 10 Neuronen und o = 0.9 mit s = 9; links:
durch stochastisches Experimenent nach 2000 Trainingsschritten ermittelter Kernel; rechts: nach
Gleichungen (32) und (39) ermittelter Kernel

4.3.2 Abweichung vom homogenen Netz durch unterschiedliche «,

Abweichungen vom homogenen Netz durch unterschiedliche a, rufen Fehler in der optima-
len Konstruktion von Kerneln hervor. Héatte jedes Neuron z, ein «,, = o und ein Neuron
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x; stattdessen ein a; = a; + Aa, dann hétte fiir jede Vergangenheit s, die rekonstruiert
werden soll, dieses Neuron durch den verédnderten exponentiellen Verfall einen Unterschied
von Az(t) = o' —a'. Man kann z,(t) zwar an der Stelle s durch das Multiplizieren des Aus-
gangsgewicht des Neurons mit ao‘j korrigieren, damit wiirden jedoch auch alle Zeitpunkte
vor s mitgestreckt (im Fall fiir Aa < 0, der umgekehrte Fall verhillt sich dquivalent) und
der Bereich hinter s wiirde durch den zusétzlichen exponentiellen Zerfall einen Mangel an
dieser Frequenz aufweisen. Somit wird die Verwendung dieses Neurons mit grosserem s
immer riskanter, da seine Oszillation, die durch die Streckung bei s wieder verwendbar
gemacht wurde im Bereich vor s zu exponentiell grossen Fehlern fiihrt.

In Abbildung 17 kann man die mc(s)-Ergebnisse des Experimentes mit linearer Regression
sehen, bei dem die o, der verschiedenen Neurone uniform verteilt im Intervall [0.1,0.9]
liegen und die Frequenzen homogen verteilt sind. Man sieht, dass ein Teil der M C' hinter
n — 1 liegt und Teile vor n eine me(s) < 1 besitzen. Uberall dort, wo die mc(s) nicht 1 ist,
ist der mse(s) > 0. Trotdem bleibt die aufsummierte M C = n, wie man im Beweis 8.4 im
Appendix sieht.

Ein weiteres Problem, dass durch eine ungiinstige Wahl des Parameters « auftreten kann,

mc(s)

L I L
50 60 70 80

Abbildung 17: mec(s) im VR-Experiment mit «, € [0.1,0.9] mit 20 Neuronen mit homogenen
Frequenzen. Im Unterschied zum homogenen Netz mit iiberall identischem a, (Abbildung 15)
fallt die mc(s) nicht in Form von Treppenstufen ab, sondern kontinuierlich. MC = 20

ist Folgedes: Je kleiner «, desto grosser miissen die Ausgangsgewichte fiir grosse Vergangen-
heiten s sein. Rechenfehler, die z.B. durch ungeniigende Rechengenauigkeit hervorgerufen
werden, werden durch diese Ausgangsgewichte ebenfalls mitverstirkt. Fir s € [0,n — 1]
wire ein optimales o um ’Geisterbilder’ zu eleminieren sicherlich 0 < v < 1 (da 0 durch
die Bedingung der Rangvollsténdigkeit nicht erlaubt ist), jedoch wiirden in diesem Regime
extrem verstédrkte Rechenfehler den Fehler durch Geisterbilder um ein Vielfaches iibertref-
fen. Rechenungenauigkeiten fithren dazu, dass bei 40 Neuronen bei iiberall identischem
a, ab o = 0.5 die MC stark einbricht (Abbildung 18). Ab einen a ~ 0.01'/" sind die
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Geisterbild-Fehler bereits derart gering, dass sie vernachlédssigbar werden.

50

45

40

35

30

251

MC

20+

15

10

I I I
0.1 0.3 0.5 0.7 0.9
[+

Abbildung 18: M C' im VR-Experiment bei variierendem « mit 40 homogenen Neuronen mit einer
Rechengenauigkeit von 32 Bit. Da ab o = 0.5 in den Vergangenheiten nahe s = 40 nur noch
0.5 vom Eingangsimpuls vorhanden bleibt, treten Rechenfehler auf, die durch die Verstirkung
durch die Ausgangsgewichte von 0.57%° hochskaliert werden. Je weiter a absinkt, desto stirker
ist dieser Effekt und desto mehr sinkt die M C.

4.3.3 Abweichung vom homogenen Netz durch beliebige w,

In einem homogenen Netz ist die VR fiir 0 bis n - 1 mit verniinftig gewéhltem a beinahe
exakt. Sind die Frequenzen w, nicht harmonisch gewéhlt, dann entstehen Fehler in den er-
stellten d-Kernels. Trotz dieser Storung bleibt die M C' = n (siehe Beweis 8.4 im Appendix).
Man kann in diesen Féllen die Konstruktion des optimalen Kernels nicht mehr analytisch
vornehmen, sondern bedarf der linearen Regression. In den Kernels von verschiedenen Ver-
gangenheiten (Abbildung 19) sieht man, dass keine Geisterbilder mehr vorhanden sind, da
die Frequenzen sich im Gegensatz zum homogenen Fall nie wiederholt in Phase befinden.
Zum gewiinschten Peak bei s gesellt sich sta